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huleLösung 82-11

Lösung 82-12a) Hans kann nur einen einzigen Strauÿ binden: eine Rose, eine Tulpe, eine Lilie.b) Hans kann 10 vers
hiedene Sträuÿe binden1. von jeder Sorte 3 Blumen: Rose, Rose Rose oder Tulpe, Tulpe, Tulpe oder Lilie, Lilie,Lilie. Das sind 3 vers
hiedene Sträüÿe.2. von jeder Sorte 2 Blumen und eine dritte von einer anderen Sorte: 2 Rosen, eine Tulpeoder 2 Rosen, eine Lilie oder 2 Tulpen, eine Rose oder 2 Tulpen, eine Lilie oder 2Lilien, eine Rose oder 2 Lilien, eine Tulpe. Das sind 6 vers
hiedene Sträüÿe.3. von jeder Sorte eine Blume: 1 Rose, 1 Tulpe, 1 Lilie. Das ist ein weiterer Strauÿ.Lösung 82-13Pia hat 17 Ostereier gefunden, Leo 18.2 Klassen 1 und 2Lösung 82-21
Lösung 82-22Wenn das erste Kanin
hen eine Karotte gefressen hätte, hätten die anderen Kanin
hen 2,3, 4, 5, 6 und 7 Karotten gefressen. Das sind zusamen 28 Karotten. Es fehlen daher no
h21 Karotten. Nun ist 21 : 7 = 3. Wenn also jedes Kanin
hen 3 Karotten mehr gefressenhätte, wären es genau 49 Karotten.



2 Heike Winkelvoÿ, www.egladil.deDas erste Kanin
hen hat also 4 Karotten gefressen.Probe: alle Kanin
hen zusammen haben dann 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 49 Karottengefressen.Lösung 82-23Juri muss dieeinstellige Zahl stets 11 Mal addieren, um die zweistellige Zahl zu erhalten:
1 ⇒ 11 ; 11 = 11 · 1
2 ⇒ 22 ; 22 = 11 · 2
3 ⇒ 33 ; 33 = 11 · 3

· · ·Lösung 82-24
Wenn Anton das Papier wieder auseinander faltet, sieht es so wie in der Zei
hnung aus.Anton hat die Länge der Seite eines der kleinsten Quadrate gemessen. Die Seite des groÿenQuadrats ist viermal so lang wie die Seite eines kleinen Quadrats. Das quadratis
he Papierhatte also die Seitenlänge 16 
m.3 Klassen 3 und 4Lösung 82-31Die kleinste mögli
he Summe ist 3, die gröÿte 15. Man kann die Zahlen von 3 bis 15jeweils in 3 Faktoren zerlegen und prüfen, ob deren Produkt glei
h dieser Zahl ist. DiePrimzahlen kann man dabei auÿer A
ht lassen, denn die einzige Zerlegung in 3 Faktorenist die Zahl selbst mit 1 · 1 multipliziert. Die Summe dieser Zahlen ist dann immer um 2gröÿer als das Produkt. Man muss also nur no
h 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15 untersu
hen.Von diesen lässt si
h nur 6 so zerlegen, dass sie Summe glei
h dem Produkt der 3 Zahlenist:

6 = 1 + 2 + 3 = 1 · 2 · 3Lösung 82-32Wegen (2) ist s
hon einmal klar, dass Andreas Fadelmann heiÿt und somit nur no
hdie Na
hnamen E
kbart, Gänsi
h und Hermhaus frei sind. Wegen (1) und (3) heiÿt Claus
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ht Gänsi
h und ni
ht Hermhaus, muss also E
kbart heiÿen. Wegen (1) heiÿt au
h Berndni
ht Gänsi
h, also muss er Hermhaus heiÿen. Folgli
h muss Daniel Gänsi
h heiÿen.Die Namen lauten also:Andreas FadelmannBernd HermhausClaus E
kbartDaniel Gänsi
hLösung 82-33Die Melone wiegt 3000 g.(3000 = 1500 + 3000 : 2)Lösung 82-34627159164 Klassen 5 und 6Lösung 82-41Würfel 4.Lösung 82-42Das Wassevolumen in jeder Tonne ist das Produkt aus Grund�ä
he und Höhe. Da beideHöhen glei
h sind, muss der Flä
heninhalt der Grund�ä
he der gröÿeren Tonne viermalso groÿ sein, wie der Flä
heninhalt der Grund�ä
he der kleineren Tonne. Wenn ein Qua-drat einen viermal so groÿen Flä
heninhalt hat, wie ein anderes Quadrat, dann ist dieSeite des gröÿeren Quadrats doppelt so lang wie die des kleineren Quadrats. Analog istder Dur
hmesser der gröÿeren Tonne doppelt so lang wie der der kleineren Tonne. DieDur
hmesser der beiden Tonnen verhalten si
h also wie 2 : 1.Lösung 82-43Mit Weg hat das Rasenstü
k die Länge 74 Meter und die Breite 3700 : 74 = 50 Me-ter. Läuft man auf der Mitte des Weges um das Rasenstü
k herum, so legt man also(Maÿangaben in m)
2 · (70 + 2 + 50− 2) = 2 · 120 = 240Meter.



4 Heike Winkelvoÿ, www.egladil.deLösung 82-44Es sei abcd die Dezimaldarstellung der gesu
hten Zahl, also a sei die Zi�er an der Tausen-derstelle, b die an der Hunderterstelle usw. Da es eine vierstellige Zahl sein soll, ist a = 0ausges
hlossen. Es gilt also 0 < a ≤ 9 und 0 ≤ b, c, d ≤ 9 sowie
a+ b+ c+ d = 14 (1)

a+ d = b (2)
a · d = b (3)Nun haben wir zwei Mögli
hkeiten, weiter zu s
hieÿen:Variante 1: Die Glei
hungen (2) und (3) werden einzig von a = d = 2 und b = 4 erfüllt, da22 die einzige zweistellige natürli
he Zahl ist, deren Quersumme glei
h ihrem Querproduktist. Dies muss natürli
h no
h bewiesen werden. Zum Beweis können wir die Lösung zuAufgabe 80-21 aus Serie 80 heranziehen. Dann muss wegen (1) c = 6 sein.Variante 2: Setzen wir (2) in (1) ein, so erhalten wir 2 · b+ c = 14 oder 2 · b = 14− c. Aufder linken Seite dieser Glei
hung steht eine gerade Zahl. daher muss c ebenfalls geradesein, also c ∈ {0, 2, 4, 6, 8}. Für c ∈ {0, 4, 8} ergeben si
h für b die Primzahlen b ∈ {7, 5, 3},die si
h nur in das Produkt aus 1 und si
h selbst zerlegen lassen. Für diese Faktoren istdie Summe also gröÿer als das Produk. Für c = 2 ergibt si
h b = 6 = 1 · 6 = 2 · 3. Au
hhier sind Summe und Produkt der Faktoren voneinander vers
hieden. Für c = 6 erhaltenwir b = 4 = 2 · 2 = 1 · 4 und 2 · 2 = 2 + 2. Daher muss c = 6 gelten und wir erhalten

a = d = 2 und b = 4- das glei
he Resultat wie in Variante 1.Die einzige vierstellige Zahl, die die Bedingungen der Aufgabe erfüllt, ist 2462.5 Klassen 7 und 8Lösung 82-51Na
h Satz des Thales liegt der Punkt C des re
htwinkligenDreie
ks △ABC auf dem Kreis um den Mittelpunkt M derHypothenuse AB mit Dur
hmesser | AB |. Es seien P derS
hnittpunkt der Senkre
hten auf die Hypothenuse AB dur
h
M mit dem Kreis und L der Fuÿpunkt des Lotes von C aufdie Hypothenuse AB. Die Stre
ke PM ist damit genau halbso lang wie die Hypothenuse AB: | PM |= c

2
.Die Länge des Lots CL wird maximal, wenn C mit P zusammenfällt. Das ist genau dannder Fall, wenn das gegebene re
htwinklige Dreie
k △ABC glei
hs
henklig ist. Für jedesni
ht glei
hs
henklige Re
htwinklige Dreie
k ABC gilt folgli
h

| CL |<| PM |= c

2w.z.b.w.
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h den Strahlensätzen
DE : AF = EM : AM = 1 : 3

EC : FB = EN : BN = 1 : 3also CD ‖ MN und daher AB ‖ MN . Daraus folgt weiter
AB

MN
=

EA

EM
=

EM + AM

EM
= 1 +

AM

EM
= 1 + 3 = 4Also

MN

AB
=

1

4
, MN =

1

4
AB =

1

4
aDie Länge der Stre
ke MN ist also glei
h a/4.Lösung 82-53Auf keinen Fall kann a = 0 oder b = 0 gelten, da der Term auf der linken Seite derUnglei
hung im ersten Fall glei
h 0, im zweiten Fall ni
ht de�niert wäre. Es ist also c = 0und die Unglei
hung vereinfa
ht si
h zu

a · (−b)

b
= −a > 0Somit muss a negativ sein und b positiv.Lösung 82-54Es ist 987654321 · 98765432 = 97546105680231672. Wegen 987654323 = 987654321+2 ist

[987654321 · 98765432, 98765432 · 987654323] ein Intervall der Länge 2 · 98765432. Also istdie obere Intervallgrenze glei
h
987654323 · 98765432 = 97546105680231672+ 2 · 98765432 = 97546105877762536.Alle natürli
hen Zahlen n mit

97546105680231673 ≤ n ≤ 97546105877762535erfüllen also die gegebene Unglei
hung.



6 Heike Winkelvoÿ, www.egladil.de6 Klassen 9 bis 13Lösung 82-61Zunä
hst lässt si
h die gegebene Unglei
hung äquivalent umformen in
(

ab

(a+ b+ c)(a + c+ d)

)
1

3

+

(

cd

(a+ b+ c)(a+ c+ d)

)
1

3

≤ 1.Dur
h Aufspaltung und Erweitern erhält man
ab

(a+ c+ b)(a + c+ d)
=

a

a+ c
· a+ c

a + c+ d
· b

a + c+ b
,

cd

(a+ c+ b)(a + c+ d)
=

c

a+ c
· a+ c

a + c+ b
· d

a+ c + d
.Die Unglei
hung zwis
hen arithmetis
hem und geometris
hem Mittel liefert jetzt

3 ·
(

ab

(a + c+ b)(a+ c + d)

)1/3

≤ a

a + c
+

a+ c

a+ c+ d
+

b

a+ c+ b
,

3 ·
(

cd

(a + c+ b)(a+ c + d)

)1/3

≤ c

a + c
+

a+ c

a+ c+ b
+

d

a+ c+ d
.Summiert man hier die linken bzw. re
hten Seiten, erhält man die Behauptung.

Lösung 82-62Die Behauptung ist äquivalent mit
∧

k∈N

(k ≥ 11 ⇒ k4 < 2k+
√
k),und dies wird dur
h vollständige Induktion gezeigt.Induktionsanfang: Für k = 11 gilt 114 = 14641 < 16384 = 214 < 211+

√
11.Induktionss
hritt: Für ein k ∈ N gelte k ≥ 11 ⇒ k4 < 2k+

√
k.Zu zeigen: Dann gilt au
h (k + 1)4 < 2k+1+

√
k+1.

2k+1+
√
k+1 > 2k+1+

√
k

= 2 · 2k+
√
k

> 2 · k4

≥ (k + 1)4 für jedes k ∈ Nmit k ≥ 11;denn die letzte Unglei
hheit gilt wegen
∧

k∈N

(k ≥ 6 ⇒ 2k4 > (k + 1)4),
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∧

k∈N

(k ≥ 6 ⇒ (k + 1)2 <
√
2 · k2),wie no
hmals dur
h vollständige Induktion gezeigt wird.Induktionsanfang: (6 + 1)2 = 72 = 49 < 50, 4 = 62 · 14

10
< 62

√
2.Induktionss
hritt: Für ein k ∈ N gelte k ≥ 6 ⇒ (k + 1)2 <

√
2 · k2.Zu zeigen: Dann gilt au
h (k + 1)2 <

√
2(k + 1)2.

(k + 2)2 = ((k + 1) + 1)2

= (k + 1)2 + 2(k + 1) + 1

<
√
2 · k2 + (2k + 3)

<
√
2 · k2 + (2

√
2 · k +

√
2) (∗)

=
√
2(k2 + 2k + 1)

=
√
2(k + 1)2.Begründung von (*): 2k+3 < 2

√
2 ·k+

√
2 ⇔ 3−

√
2 < 2k(

√
2−1), und die re
hteUnglei
hung gilt wegen

3−
√
2 <

8

5
< 2k · 2

5
< 2k(

√
2− 1)für beliebiges k ∈ N mit k ≥ 3. Damit ist alles bewiesen.Lösung 82-63Ein Ereignis wird bes
hrieben dur
h ein geordnetes Tripel (a; b; c) mit a, b, c ∈ N, 1 ≤

a, b, c ≤ 6. Es gibt also insgesamt 6 · 6 · 6 = 216 mögli
he Ereignisse. Die jeweilige Wahr-s
heinli
hkeit erhalten wir als Quotient aus der Anzahl der jeweils günstigen Ereignissenund 216.2: Da man mindestens eine Gesamtaugenzahl 3 würfelt, ist die Wahrs
heinli
hkeit 0.3: Nur wenn man (1; 1; 1) würfelt, erhält man die Augenzahl 3. Die Wahrs
heinli
hkeitist also 1/216.16: Diese Gesamtaugenzahl erhält man bei insgesamt 6 vers
hiedenen Würfelergebnis-sen: (4; 6; 6), (6; 4; 6), (6; 6; 4), (5; 5; 6), (5; 6; 5)(6; 5; 5). Die Wahrs
heinli
hkeit, 16 zuwürfeln, ist also glei
h 6/216 = 1/36.17: Diese Gesamtaugenzahl erhält man, bei jedem der Würfelereignisse (6; 6; 5), (6; 5; 6)oder (5; 6; 6). Die Wahrs
heinli
hkeit ist also glei
h 3/216 = 1/72.18: Analog zu 3 gibt es nur ein einziges günstiges Ereignis: (6; 6; 6). Die Wahrs
heinli
h-keit für die Augensumme 18 beträgt also 1/216.
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